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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Die Menge der reellen Zahlen
1.1.1 Mengen

Definition 1.1 Fine Menge ist die Ansammlung von Objekten zu einem gan-
zen.

e Beschreibung durch Aufzihlung der Elemente: M = {my, mg, mg,...}

e Beschreibung mittels ihrer Eigenschaften: M = {z | = hat Eigenschaft E'}

Beispiel 1.1 M = {x | z ist ganze Zahl und 2* < 15} = {0;1;2;3; —1; —2; -3}

A B A B A B B
Schnittmenge Vereinigungsmenge Differenzmenge A Teilmengevon B

Abbildung 1.1: Darstellung durch Mengendiagramme

Notation

e Flement a gehort zur Menge A: a € A
e A heifit Teilmenge von B: AC B x € A=z € B
e Schnittmenge: ANB ={z|z € ANz € B}

e Vereinigungsmenge: AUB ={z |z € AVax € B}

Differenzmenge: A\ B={z|z€ ANz ¢ B}
e Natiirliche Zahlen (abgeschlossen beziiglich ”+” und ”-”): N = {1;2;3;...}
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e Ganze Zahlen (abgeschlossen beziiglich”4+”,” =" und ”-”?): Z = {...; —3;-2;0;1;2;3; ...}

e Rationale Zahlen, abbrechende und periodische Zahlen. Maschinenzahlen

oM _n Ny

sind eine Teilmenge von Q. (abgeschlossen beziiglich 74”7, , und
") Q={%peZqe 2\{0}}

e Reelle (irrationale) Zahlen, also alle Rationalen Zahlen und Zahlen mit
unendlich vielen Dezimalstellen, zum Beispiel 7, €, v/2 und so weiter.

1.1.2 Eigenschaften der reellen Zahlen

Kommutativgesetz
a+b = b+a
a-b = b-a
Assoziativgesetz
a+(b+c) = (a+b)+c
a-(b-¢) = (a-b)-c
Distributivgesetz

a-(b+c)=a-b+a-c
1.1.3 Anordnung der reellen Zahlen
Fiir zwei Zahlen a und b gilt genau eine der drei Eigenschaften:
a<b, b<a oder a=b

Diese Eigenschaften gelten nicht im Mehrdimensionalen Raum (zum Beispiel
bei Vektoren).

Transitivitiat

a<bundb<c = a<ec
a<b = a+c<b+c
a<bundc>0 = ac<be

1.1.4 Betrag

laf = a : a>0
M= —a : a<o0

Der Abstand der Punkte a und b auf der Zahlengeraden ist |a — b|.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 3

Rechenregeln

e |a| >0

la|=0<a=0

la| <bs —b<a<b

ja-b] = lal - [b]

s}

|:7

|
|a + b < laf + 0]

>e

1.1.5 Intervalle
o [a,b] ={z|a<z<b}
o Ja,b[={z]a <z <b}
o [ab]={z|a<z<b}
o Ja,b] = {z|a<xz<b}
Definition 1.2 e-Umgebung:

Ucsla)=la—e,a+e[= {z]||z—a| <e}

1.1.6 Schranken

Definition 1.3 Eine Menge S heifit nach oben beschrdinkt, wenn es fir alle
Elemente b aus der Menge R ein Element s aus der Menge S gibt, fiir das gilt:
s < b. b heifit obere Schranke von S.

Eine Menge S heifit nach oben beschrinkt < \/ /\ s<b
bER seS

Die kleinste obere Schranke heifit Supremum, geschrieben als sup, cg.

Definition 1.4

FEine Menge S heifit nach unten beschrinkt < \/ /\ s>b
beR seS

Die grofite untere Schranke heif3t Infimum, geschrieben als infgcg.

1.2 Beweisverfahren

Man unterscheidet zwischen direkten und indirekten Beweisverfahren sowie vollstindi-
ger Induktion.
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1.2.1 Direkter Beweis

Man beweist eine Aussage direkt durch Anwendung der Gesetze der Logik und
der elementaren Algebra.

Beispiel 1.2 Gesucht ist die Summe s der natirlichen Zahlen von 1 bis n.

= 1 + 2 + 3 4+ ... + (n—-1) + n
= n 4+ (-1 4+ ...+ 3 + 2 + 1
2s = (n+1) + (n+1) + + (n+1)
1
@s:n(n; )

1.2.2 Indirekter Beweis

Man beweist eine Aussage indirekt, indem man das Gegenteil annimt und diese
Annahme wiederlegt.

Beispiel 1.3 /2 ist keine rationale Zahl, das heift V2 laft sich nicht als Bruch
darstellen. Man nimmt an, V2 sei ein Bruch und leiten daraus einen Wider-
spruch her.

Annahme: /2 = %7

Voraussetzungen: p, q Teilerfremd;p € Z;q € Z \ {0}

= 2= é = p? = 2¢°® = p? ist gerade = pist gerade = p=2r;r € Z

Die Voraussetzung, daf$ p und q teilerfremd sein sollen, wird hier verletzt, der
Widerspruch ist damit hergeleitet.

1.2.3 Vollstindige Induktion
Eine Aussage A(n) kann bewiesen werden, indem man zeigt:
e Induktionsanfang: A(1) ist wahr

e Induktionsschluf: Man nimmt an, dafl A(n) wahr ist und zeigt, daf auch
A(n + 1) wahr ist.

Beispiel 1.4 Behauptung: 2n < 2™
Induktionsanfang: n=1:2-1 < 2% ist wahr.
Induktionsschluj3:

o Annahme: Es gilt 2n < 2™.

e Behauptung: 2(n + 1) < 2nt!

e Beweis: 2(n+1)=2n+2< 2" +2=2.2" = 2+l

. . . _ n . n(n+1
Beispiel 1.5 Behauptung: 1+2+3+...+n=> . ;i= %

Induktionsanfang: n=1; 1= # (wahr)
Induktionsschluf3:

o Annahme: Fs gilt: 1 +24+3+ ...+ n= ZZLl i = n(n2+1)
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e Behauptung:

n+1
. (n+1)(n+2)
142 = =~/
+24+3+...+n+(n+1) Zz 5
n(nt1) i=1
2
e Beweis:
n(n+1
14243+ +n+(n+1) = ¥+(n+1)
n(n+1)+2(n+1))

2
(n+1)(n+2)
2
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Folgen und Reihen

2.1 Unendliche Folgen reeller Zahlen

Definition 2.1 Ordnet man jeder natiirlichen Zahl n genau eine reelle Zahl a.,
zu, so erhdlt man eine unendliche Folge reeller Zahlen, kurz: Folge.
Schreibweise: (an)nen = a1,0a2,a3, . . .

Beispiel 2.1 a, = #; Einsetzen:n =1,2,3,4,... = 1,5, 5, =, ...

Beispiel 2.2 Turm von Hanoi: FEHLT

2.1.1 Arithmetische Folgen

Die Differenz zwischen aufeinanderfolgenden Folgengliedern einer Arithmeti-
schen Folge ist konstant.

d = ap+1 — a, = konstant
Allgemein:
e Rekursive Definition: a5, 41 = a, +d
e Explizite Definition: a,, = a1 + (n — 1) - d

Will man zwischen zwei Zahlen a und b weitere m Zahlen einschalten, so daf}
alle Zahlen eine arithmetische Folge bilden, dann gilt fiir die Differenz

b—a
m+1

ap=a+(n+1)-d

Beispiel 2.3 (2n — 1),eny =1,3,5,7,...
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2.1.2 Geometrische Folgen

Jedes Folgeglied unterscheidet sich durch einen konstanten Faktor ¢ vom vorhe-

rigen Glied.
Ap41

an+1=q~an<:>q=

(227
Allgemein:
1 2 3
® a1,a19",a197,a1q9", ...
e Rekursive Definition: a,,+1 = anq
1

e Explizite Definition: a, = a1¢"~

— 1]

N
00|~
—

m""

Beispiel 2.4 Beispiele fiir geometrische Folgen: a; = 1;q = % , %,
a1 =4;,g=2—4,8,16,32,64,...

ag=1q9q=-1—1,-1,1,—-1,1,—-1,...
Man unterscheidet:

e ¢ positiv: Alle Glieder haben das selbe Vorzeichen, ist das Anfangsglied
negativ, sind auch alle Folgeglieder negativ:

q > 1: Die Folge wichst unbeschrénkt, zum Beispiel ¢ = 3: 3,9,27,81,...

11

q < 1: Die Folge fillt gegen Null, zum Beispiel ¢ = %: 8,4,2,1,5,4,---

q = 1: Konstante Folge, zum Beispiel 5, 5, 5,5, ...
e ¢ negativ: Die Glieder haben ein abwechselndes Vorzeichen (alternierende
Folge):
q < —1: zum Beispiel ¢ = —3: 3,-9,27, -81,...
—1 < g < 0: zum Beispiel g = —%: 8,—4,2,—-1, %, —i, .
q = —1: zum Beispiel: 5, —-5,5,—5,5,—5,...

Will man zwischen zwei Zahlen a und b > 0 weitere m Zahlen so einschalten,
daB eine geometrische Folge mit a,,+2 = b entsteht, so gilt:

_ m+1 b _ n—1
q= . an = @19

Beispiel 2.5 Zwischen den Zahlen 3 und 96 sollen 4 Zahlen eingeschaltet wer-
den, so dafS eine geometrische Folge entsteht:

g={/% = /32 =2,3,6,12,24,48,96, ...

Anwendung von geometrischen und arithmetischen Folgen: Vorzugs-
zahlen

Ein Gegenstand soll in verschiedenen Groflien hergestellt werden. Haufig ist bei
arithmetischer Stufung der Sprung bei den kleinen Zahlen zu kraf}, so dafl in
technischer Anwendung meist geometrische Stufungen verwendet werden.
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2.1.3 Sonstige Folgen

Vorsicht! Rekursiv definierte Folgen lassen sich nicht immer explizit umschrei-
ben.

Beispiel 2.6 Babylonisches Wurzelziehen

1 2
Any1 = §(an + a);
ap = 1
as = g ~ 1.5
ag = % ~ 1.417

an—>\f2

Beispiel 2.7 (an)nen = (0)nen lifit sich nur rekursiv definieren: ay = 1, a,, =
n-ap-1

Eine reelle Zahlenfolge (a,)nen konvergiert gegen den Grenzwert (Limes) a,
wenn zu jedem noch so kleinen € > 0 ein Index ng existiert.

|an, —a| <e¥n>ng

Man schreibt:
. n—oo
lim ap, =a, a, — a
n—oo

2.2 Summen reeller Zahlen

Man unterscheidet zwischen endlichen Summen und Reihen.

2.2.1 Endliche Summen
Allgemein:

n
al—i—ag—ﬂ—ag—i—...—i—an:Zai
i=1

Beispiel 2.8 Beispiele fiir endliche Summen:
Summe der ersten n natiirlichen Zahlen: 1 +2+3+...+n=> 1 i

Summe der Quadrate der Zahlen von 1 bis 100: 1242 +3%4...4+1002 = 3129 2

Summe der Quadrate aller ungeraden Zahlen von 1 bis 100: 1+3+5+...+99 =
(20— 1)
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Rechenregeln

e Index verschieben:
n n—1
E a; =a1+azx+...+a, = E Qi1
i=1 i=0

e Konstanter, von ¢ unabhéngiger Faktor:
i n
ani =cay+cag+...+ca, =cla; +azs+...+ap) :Czai
=t i=1

e Addition:

Z(ai +b;) = Zal +Zbi
i=1 i=1 i=1

Beispiel 2.9 Arithmetische Folge: ay = 5;d = 3: 5+ 8+ 11 + 14+ 17+ 20 =
(5+20)+8+17)+(11+14)=3-25=175

2.2.2 Unendliche Reihen
Bei unendlichen Reihen entspricht der obere Index statt n unendlich (00).

Definition 2.2 Addiert man die Elemente a,, auf: ni = a1; no = a1+ ag; ng =
ar +az+as; ...; ng =a1+ ...+ ag, so entsteht die Folge (si)ren. Die Folge

heifst Reihe. Die si heiflen Partialsummen. konvergiert s oo s, dann schreibt

man:
00
S = E a;
i=1

Vorsicht: Erst mit unendlichen Summen rechnen, wenn man weif3, daf} sie kon-
vergieren. Hierzu ein Beispiel:

Beispiel 2.10

o] i—1
1 1 1 1 1 .
s:1+2+4+8+16+...=;<2) konvergiert
Behauptung: s = 2
2—2+1+1+1+1+ =2+s&s5=2
5= sTitgt = §& s =
aber:
T = 142+44+8416+... divergiert
2T
2T = 24448+16+32+... =T -1

& T = —1 Unsinn!
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Geometrische Reihe

n 1—g™tt
i — oq# 1
Sp = = 1—q
Zq { n+1 :

i=0 g=1

Beweis 2.1

g=1 Sp=> o ol?=n+1
sn = I+ ¢+ +¢+. "+
q#1 gsn = ¢+ 4+ 4. +q" g g
Sn—qsn = 1 7qn+1
n+1
=s5,(1—¢q)=1-¢"" =5, =14

1—q

Unendliche geometrische Reihe

qg>1 S od S oo

g<l Yo ¢ =s,= 1—1q_q —
Beispiel 2.11 Verzinsung: DM 600.- werden jihrlich eingezahlt und mit 6%
verzinst. Welcher Kontostand ergibt sich nach 7 Jahren?

¢g=1+p=1.06

Nach 1 Jahr: 600q

Nach 2 Jahren: (600q + 600) - ¢ = 600¢(1 + q)

Nach 8 Jahren: (600g(1 + q) + 600) - ¢ = 600¢(1 + g + ¢*)

Nach n Jahren: 600q - (1 +q+q¢®> + ¢+ ...+ ¢" 1) = 600q 11_}”
firn="7:5338.48 DM.

Beispiel 2.12 Quadrat: Einem Quadrat mit Kanteninge /2 wird ein gleisch-
schenkliges Dreieck mit Fldche 1 einbeschrieben, dem verbleibenden Dreieck wird

wiedereum ein Dreieck einbeschrieben und so weiter. Wie grof$ ist die Gesamt-
fliche der Dreiecke?

Abbildung 2.1: In ein Quadrat einbeschriebene Dreiecke

1 1 >~ /17 1 4
1+-4+—+... = ) = =
+4+16+ Z(4) 1— 3
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Beispiel 2.13 Fisblume: Gesucht ist der Flicheninhalt F,, und der Umfang
U, der abgebildeten Figur nach der n-ten Iteration. Begonnen wird mit einem
gleichschenkligen Dreieck.

Abbildung 2.2: Entstehung einer Eisblume

Umfang

Flacheninhalt Fy = @
K,, Anzahl der Begrenzungslinien, Ko = 3.

K, = 4K, = 4"K,

A, : Fldche eines einzelnen, neuen Dreiecks. Ay = Fy.

1 1\"
A,==-A, 1=...==] A
9 1 <9> 0
n+1 i+1
1
E, = ﬁ_,_ 4.3.(= V3
4 ~~ \9 4
=0 K, ,
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4
=0
1—(H"”
_ V(1= 6)
4 3 1—3
V3 4
lim F, = ~——(1+-])=
o 4<+3>

Beispiel 2.14 Konvergiert die Reihe s, =1+ % + % + % .o+ 572

ni

1 1 1 1 1\"!
- —1.2. = ., Z o< (=
nl 1-2.3 n 3 n_~ \2
=~ —~
<3 <3
k n—1 k n 1\ k+1
1 1 1 1-(3)
=y aa(3) 22 (5) <
n=0 n=0 n=0 2
Numerisch:
lim s, =e
n—oo
Beispiel 2.15 Konvergiert die (harmonische) Reihe s, = 143+ +5+... 412
PRy (LU [V (R U Y
s = = -+ - — .o+ —t .+ =
2t 2 \3"4 5 8 sk 1 2k+1
—_—
23 >3 >3
> 1+1+1+ +1
- 2 2 2
3 1 koo
= §‘+k3'§ @vﬂ oo

= s, wdchst tber alle Grenzen, obwohl die Folgeglieder eine Nullfolge sind.
Vorsicht also bei numerischen Grenziibergingen!

Beispiel 2.16 Noch ein warnendes Beispiel: Bei nicht-konvergenten Rethen st
auch das Setzen von Klammern nicht erlaubt!

n ) 0 . d
Z(—l)z = —1+1—1+1—1+1—...:{ - Tvgeraae

1 : n ungerade

- . —14+(1-D+A=-1)+... = -1
Z(_l) - {(1+1)+(1+1)+... =0

Konvergenzkriterien fiir Reihen

Definition 2.3 Eine Reihe Y -, ai, heifft absolut konvergent, wenn die Reihe
der Absolutbetrige Y - | ax | konvergiert.

e Bei einer konvergenten Reihe konvergieren die Glieder gegen Null:
o0
k—oo
Z a;=s=a, — 0
i=0

Die Umkehrung gilt nicht, siehe zum Beispiel die harmonische Reihe.
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e Monotonie-Kriterium: Fine Reihe mit nicht negativen Gliedern konver-
giert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen nach oben beschrankt

ist.

o Leibnitz-Kriterium: Eine alternierende Reihe (die Glieder haben ein ab-
wechselndes Vorzeichen) konvergiert, wenn die Folge a; eine monoton fal-

lende Nullfolge ist.
Sy
i=0
e Quotientenkriterium: Die Reihe > ;- a, ist absolut konvergent, wenn

Af+1
ag

Ak+1
Qg

<1 wund divergent, falls  lim

k—oo

lim

k—oo

Ist die Reihe absolut konvergent, dann ist sie auch konvergent, die Umkehrung
gilt nicht.

Beispiel 2.17 Konvergiert die folgende Reihe, und wenn ja, gegen welchen
Wert? - ) - )
1 1 1 1 " 1 1\’
3_3+9+27+81+..._;(3) _3§<3)

1. Es handelt sich um eine geometrische Reihe mit ¢ = %

2. Qutientenkriterium anwenden.:
1\F 1\ F+1
ar=\=]; a ==
k 3 k+1 3

(%)k+1 . 1 1
— = lim - = - <1= absolut konvergent
k—o0 (%) k—oo 3 3

Af+1
afg

k—o0
Beispiel 2.18 Im folgenden Fall ist keine Aussage tiber die Konvergenz mdglich:

L 1l 11,
k(k+1) 2 6 12 20 '

k=1
1 1
ar = 7; a e S m———
TRk TN e+ D) (k+2)
1
ot D (k+2) k(k+1
T LU . (k+1)1(k+2) ~ lim (k+1)




Kapitel 3

Reelle Funktionen

Reelle Funktionen umfassen beispielsweise Geraden, Parabeln, aber auch durch
Wertetabellen und Graphen gegebene Funktionen.

3.1 Polynome

Definition 3.1 Ein Polynom ist eine Funktion p : R — R der Form
n
p(z) = ao +a1x + asx?® 4+ asz® + ...+ apa™ = Zaix”
i=0

Ein Polynom mit a,, # 0 heifst Polynom vom Grad n. Die a,, heiflen Koeffizi-
enten.

3.1.1 Konstante und lineare Funktionen
Konstantes Polynom: n = 0: p(z) = ag

A
y

p(x) =a

\j

Abbildung 3.1: Konstantes Polynom
Lineares Polynom: n = 1: p(z) = ag + a1z

Beispiel 3.1 Gegeben sind die Punkte Py = (3,10) und Py = (5,14) einer
Geraden. Wie lautet die Funktionsgleichung?

14
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Abbildung 3.2: Lineares Polynom

Ay _10-u
M= Az 3-5

10 =2 - 3 +b=>y=2z+4
=~ =~

Yy m T

[ ]
14 = 5m+b
—(10 = 3m+b)

4 = 2m=>m=2
10 = 2-3+b=b=4=y=2x+4

3.1.2 Polynome héherer Ordnung

Satz 3.1 Besitzt das Polygon p(x) vom Grad n an der Stelle x1 eine Nullstelle,
das heifst p(x1) = 0, so lift es sich in der Form p(x) = (x — x1)p1(x) schreiben.
Das Polynom py hat den Grad n — 1. Der Faktor (x — 1) heiffit Linearfaktor.

Beispiel 3.2 Parabel mit 2 Nullstellen x1 und xo:
p(z) = a(z — z1)(z — 22)

Beispiel 3.3 Ahnlich auch bei Polynomen héherer Ordnung (Das konstante
Glied ist das Produkt aller Nullstellen):

p(z) =2® —22% — 52 +6
Losung durch Raten, zum Beispiel Nullstelle 1 = 1:
(23 —22° =52 +6): (zr—1)=2>—2—6

Satz 3.2 Fin Polynom vom Grad n besitzt hochstens n reelle Nullstellen. (Im
Komplezen: genau n Nullstellen).

Satz 3.3 Besitzt ein Polynom n-ten Grades n Nullstellen x1,xo,...,T,, dann
folgt daraus:
p(x) =alz —z1)(x —22) ... (x — xy)
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Beispiel 3.4 FEin Polynom 3. Grades besitzt bei x1 = —b eine doppelte Null-
stelle, bei xo = —8 eine einfache Nullstelle und schneidet die y-Achse bei 100.
Wie lautet die Gleichung?

p(z) = a(z+5)*(z+?8)
p(0) = 100:6%52-8:200@@@:%
=p(z) = %(x +5)(z +8)

3.1.3 Horner Schema

Das Horner Schema dient zum Berechnen von Funktionswerten von Polynomen
und zu einer einfacheren Polynomdivision.

n
p(x) = Z @20 = anz™ + an_12" V4 ...+ a1z + ag
i=0
= (...((apx 4+ an-1)xr+apn—_1)x+...)x+ ag
Beispiel 3.5 p(x) = 32° — 42t + 222 — T2 — 16

p(z) = ((((3r —4)z + 0)x + 2)x — T)x — 16

3 40 2 -7 —16
2o =2 6 4 8 20 26
3 2 4 10 13 10

Beispiel 3.6 p(z) = azx® + asx? + a1z + ag durch (x — ) teilen.

P) _asritad’taztae g oe g0, M@
r — X r — X r — X
bekannt: asz, as, a1, ag
unbekannt: ba, by, by
Beispiel 3.7 p(x) = 2* — 523 + 522 + 5x — 6,19 = 2
1 -5 ) 5 —6
To =2 2 6 -2 6
1 =3 -1 3 0]pl)=(-2)(z%-322-22+3)
r1 =1 1 -2 -3
1 -2 -3 0 p(z) = (z —2)(z — 1)(2® — 22 — 3)
To =3 3 3
1 1 0 p(r) = (z—2)(x —1)(z — 3)(xz + 1)
I3 — 1 -1
1 0
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Satz 3.4 Ist p(x) ein Polynom n-ten Grades mit n > 2,x¢g € R und definiert
man by, rekursiv durch

by = an, by = bpr170 +ap;k=n—1,...,0
so gilt:
p(xo) = by "Auswertung”
p(z) = (z—20)(bpx™ 4 by_12" 2+ ...+ box +b1) + p(x0)

Satz 3.5 Fin Polynom p(z),z € C vom Grad n > 1 hat n komplexe Nullstellen.
p(z) =an(z—21)(z — 22) ... (2 — 2z)
Die Nullstellen treten immer in konjugiert komplexen Paaren auf.
Zk =Tk + Wk, 2k = Tk — WYk

Die entsprechenden Linearfaktoren lassen sich reell zu den reell unzerlegbaren
quadratischen Faktoren ((zyk)? + yk?) zusammenfassen.

Beispiel 3.8 p(x) = a* — 23 + 22 + 92 — 10; Nullstelle: z1 = 1

1 -1 1 9 —10
=1 10 110
I 0 1 10 0] plz)=(@3+z+10)(z—1)
4
5

To = —2 -2 —10
1 =2 0 p(z) = (22 =22 +5)(z — 1)(z + 2)

3.1.4 Polynominterpolation

Bestimme das Polynom p(x), welches durch die n + 1 Punkte (z;,v;),0 < ¢ <
n; x; # x;;1 # j geht. Der Grad von p(z) ist hochstens n.

Satz 3.6 Zun+1 Stitzstellen (x;,y;); x; # ;1 # j gibt es genau ein Polynom
prn vom Grad < n mit p,(z;) = y;;0 <i < n.

Beispiel 3.9 Gegeben sind die Punkte (1,1),(2,4), (—2,4). Gesucht ist das Po-
lynom, das durch die gegebenen Punkte verlduft.

(1,1):1 = 1%ay + a1 + ao
(2,4):4 = 2249 + 2as + ag
(—2,4) 04 (—2)2a2 — 2a1 + ag

Analog findet man fiir n + 1 Punkte (x;,y) : 0 <i < n ein lineares Gleichungs-
system mit n+ 1 Gleichungen und n+1 Variablen ag, a1, ..., a,. Das zugehorige
Polynom lautet: p(z) = a” + a,_12" 1 + ... + a12 + ap

Es ensteht ein lineares Gleichungssystem fiir a1, as, as. Ein groler Nachteil dieses
Verfahrens ist ein erheblicher Rechenaufwand zur Losung dieses Gleichungssy-
stems. Fiir praktische Rechnungen verwendet man das Newton’sche Interpola-
tionsverfahren.



KAPITEL 3. REELLE FUNKTIONEN 18

pn(x) = agtar(z—x0)+as(x—xo)(x—21)+. . . +an(x—x0)(x—21) ... (T—Tp_1)

Fordert man p, (x;) = y;:

Yo =pn(z0) = ao= ao=yo
—a
Y1 = pn(zl) = ao+ al(xl - {1}0) = a1 = u
1 — 2o
Y2 = pn(x2) = ag+ai(xy —xp) + as(xa — xo) (21 — o) = ...

Am einfachsten findet man die Losung mit folgendem Rechenschema:

LTi  Yi
To Yo
[y07y1]
T WY [yo7y1,y2]
[y1, 2] [0, Y1, Y2, y3]
To Y2 [Y1, Y2, y3] [0, Y1, Y2, Y3, Y4
[Y2, y3] [Y1, Y2, Y3, Y4]
r3 Y3 [yz, Y3, y4]
[l/37y4}
T4 Y4
Wi, yiv1] = Yt 7 Ui
Tit1 — X4
Vi, Vit Yisa] = [yi+17yi] - [yi+2vyi+1]
[Yit1,Yi] — [Wit2, Yit1]
[yi’ Vit 1 Yit2s- - - 7yi+k] _ [yz+ka cee 7yz+l] [yz+k717 ce »yz}
[Yitkr - s Yirr] = [Yirk—1,- - Y4l

Beispiel 3.10 Gegeben sind die Punkte (0,—12),(2,16), (5,28), (7, —54).

Li Yi
0 —12
16-(-12) _ 1y
20 4-14 _
2 16 e
28-16 _ —9-(=2) _
5= = 4 —o . = 1
5 28 =4 = -9
=~
7T —54
=plx) = —-12414(x—-0)—2(x—0)(z —2) — 1(x — 0)(z — 2)(z — b)
= 12+ 14z — 2z(z —2) —z(x — 2)(z — 5)
= (=1 (z—=5) -2)) (x—2)+ 14 ) -z —12
((L(@=5)=2)) (z-2)+14) =

as as ay ag
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Allgemein:

il =

iy s Yitk—1] — [Yit1y - - -5 Yitk

[yi,---;yi-i-k] _ [yz Yi+ 1} [yz-ﬁ-l Yi+ ]

Ty — Titk
n
= pn(z) = Zy(h'"vyz (z—z0) ..o (T —xi1)

=0

3.1.5 Binominialkoeffizienten und der binomische Lehr-
satz

Es geht vor allem um eine Verallgemeinerung der binomischen Formeln.

Die Fakultit

Beispiel 3.11 Anzahl der Mdéglichen Permutationen einer n-elementigen Men-
ge M ={a,b,c}: abe, ach, bac, bea, cab, cba (6 Permutationen).

Allgemein: bei n Elementen: n Moglichkeiten, die erste Stelle zu besetzen, n — 1
Moglichkeiten fiir die zweite Stelle, ... und eine Moglichkeit fiir die letzte Stelle.
Insgesamt ergeben sich n! Moglichkeiten.

nl = n-n-1)-n—-2)-...-3-2-1
o =1

Binominialkoeffizienten

Man bendotigt Binominialkoeffizienten (man spricht: ”n iiber £” mit n,k € N)
vor allem in der Kombinatorik und im Zusammenhang mit binomischen For-
meln.

n\ n! nn—1)n-2)...n—k+1)n—-k)n—-k—-1)...-3-2-
(k)k!~(n—k)! - k(k-1)(k-2)...-3-2:1-(n—k)(n—k—1)...-3-2-
n(n 1)(n 2) (n—k+1)

Satz 3.7 Eine Menge mit n Elementen besitzt (Z) verschiedene, k-elementige
Teilmengen.

Rechenregeln

- (1)6)
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Beispiel 3.12 Im Lotto 76 aus 49” gibt es 13.983.816 Moglichkeiten, 6 Richtige
zu ziehen:

49 4948 -...44
= e 13.983.816
(6) 6-5-4-3-2-1

Zur Berechnung kleinerer Werte von Binominialkoeffizienten kann das Pascal-
Dreick verwendet werden. Die Losung fiir den Binominialkoeffizienten (Z) steht
in Zeile n + 1 an der Stelle &k + 1. Ein kleines Beispiel: (§) = 15

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Der binomische Lehrsatz
Satz 3.8

2 n n—kpk n n n—1 n n—=232 n n—1({"\n
(a+b) —kz_o(k)a " =a +(1>a b+<2)a b+...+(n1)ab (n>b

Beispiel 3.13 Beispiele zum binomischen Lehrsatz:

(a+0)% = (2)a+ (3)ab+ (2)b* = a® + 2ab + b°

( )2 = (a+ (=b))? = a® + 2a(—b) + (=b)? = a® — 2ab + b*
(a+0b)* = a* + 4ab + 6a%b* + 4ab® + b*

( )t = at — 4a®b + 6a%b* — 4ab® + b*

Merkregel

e Die Koeffizienten von (a + b)™ findet man in der (n + 1)ten Zeile des
Pascal-Diagrammes.

e Die Exponenten von a werden von Summand zu Summand um eins kleiner,
die von b wachsen um eins, die Summe ist immer n.

e Bei (a — b)™ wechselt das Vorzeichen.

3.2 Die Betragsfunktion

Eigenschaften der Betragsfunktion

e achsensymmetrisch zur y-Achse

e nicht differenzierbar
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p() = IX|

\j

Abbildung 3.3: Betragsfunktion

/\

cos(0)
a
sin(a) /

Abbildung 3.4: Trigonometrische Funktionen

3.3 Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen werden aus den Seitenverh&ltnissen im recht-
winkligen Dreieck abgeleitet.

) _ Gegenkathete
sinfa) - = Hypothenuse
_ Ankathete
cos(a) = Hypothenuse
tan(a) Gegenkathete _ sin(«)
Ankathete cos(a)

() Ankathete sin(
cot(a) = =
Gegenkathete  sin(

Umrechnung zwischen Winkel- und Bogenmafl (a: Winkel in Grad, z: Winkel
im Bogenmaf):

3.3.1 Sinus und Cosinus
Eigenschaften:
e Periodische Funktionen (mit Periode 27):

— sin(x) = sin(x + 27k); k€ Z
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p(x) = sin(x)

IO(X) COS(X)

Abbildung 3.5: Sinus- und Cosinus Funktionen

— cos(z) = cos(x + 27k); k € Z

Symmetrie:

— Der Sinus ist punktsymmetrisch zum Ursprung (man spricht von ei-
ner ungeraden Funktion): sin(—z) = — sin(z)
— Der Cosinus ist achsensymmetrisch zur y-Achse (eine gerade Funkti-
on): cos(—z) = cos(x)
Nullstellen:
—sin(z) =0 z=kmkecZ
—cos(z) =0 a=2EdmEke”

[sin(z)| <1; |cos(z)] <1

Pythagoras im Einheitskreis: sin?(2)+cos?(z) = 1 < sin(z) = ++/1 — cos?(z)

e Umrechnungsformeln:
sin(z + g) = cos(x)
cos(z + 72r) = —sin(x)
sin(m —x) = sin(z) = —sin(—z) = — sin()
cos(zr+m) = —cos(x)
sin(2r —x) = sin(—zx)
cos(2m —x) = cos(x)
¢ Additionstheoreme:
sin(zx £y) = sin(z)cos(y) % cos(x) sin(y)
cos(zx £y) = cos(x)cos(y) F sin(x) sin(y)
insbesondere:
sin(2z) = sin(x)cos(x) + cos(x) sin(x)
= 2sin(x) cos(x)
cos(2r) = cos?(z) — sin’(x)
= cos?(z) — (1 — cos®(x))

= 2cos?(z) -1
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Abbildung 3.6: Amplitude, Frequenz und Verschiebung

e Frequenz f, d.h. Schwingungsdauer: T' = % = sin(27 - f - t)
e asin(x) + beos(x) = Asin(x + ¢) = A(sin(z) cos(p) + cos(z) sin(p))
o Koeflizientenvergleich :
a = Acos(p)
b= Asin(p)
Quadrieren und Addieren:
a® + b% = A% cos?(p) + A?sin?(p) = A% - 1

=> A =+/a?+ b2

; _ Asing b
ate = Acosp @
3.3.2 Tangens und Cotangens
_ sin(x)
tan(z) = cos(x)
cot(z) = c'os(x) _ 1

Eigenschaften der (Co-)Tangens-Funktion
e Periode 7.

ungerade Funktionen

tan(z) - cot(x) =1

tan(z +y) =
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y

Abbildung 3.7: Tangens und Cotangens Funktionen

sin(z) cos(y) sin(y) cos(z)
cos(z) cos(y) cos(z) cos(y)
_ sin(z) sin(y)
cos(z) cos(y)

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
cot(z) cot(y) — 1
cot(x) + cot(y)

cot(z + y)

3.3.3 Umrechnungsregeln

Die folgende Tabelle gilt nur fiir Umrechnungen innerhalb des ertsen Quadran-
ten. Fiir die restlichen Quadranten miissen die Vorzeichen entsprechend geéndert
werden.

0<zx< 3 sin(x) cos(x) tan(z) cot(z)
sin() sin(e) V- eos?e) Tmms e
cos(z) 1 — sin®(z) cos(x) \/1+t1anz($) \/113222(95)
tan(z) \/1Sins§:g(x) \/W tan(x) m
o) | Yae? s mm ol

3.3.4 Losungen goniometrischer Gleichungen

Beispiel 3.14 Wie lauten die Lisungen der folgenden Gleichung?

sin(2x) = 1.5cos(z)
& 2sin(z) cos(z) = 1.5cos(x)
& cos(x) - (2sin(z) —1.5) = 0
& cos(z) =0 V sin(z) =3
o r1=3+2kr V x9=342%n
V  xg =arcsin(z) V x4 =m — arcsin(x)

Beispiel 3.15 Man bestimme alle Losungen der Gleichung sin(x) + cos(x) —
1.2 = 0. Wir hatten: asin(z) + bcos(x) = Asin(x + ¢). Hier: a = 1,b =1 =
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A= ﬁ, = %. Man kann also schreiben:

25

V2sin(z+%)-12 = 0
: T _ 1.2
& sin(z +§) = 75
& x = arcsin(%) +2km — %
Vo xa arcsin(%) +2km — %

Beispiel 3.16 Man bestimme die Werte von 0 < x < 7 fiir die gilt: 3sin(z) +
5cos(z) —4 = 0. Das lifit sich entweder analog zum Beispiel oben oder auch wie
folgt losen (unter Zuhilfenahme der Umrechnungstabelle, indem man sich der

Formel sin(z) = /1 — cos?(x) bedient):

3y/1—cos?(z) +5cos(z) —4 = 0
& 3y/1—cos?(z) = 4—5cos(x)
= 9(1 — cos?(z)) = 16 —40cos(z) + 25 cos?(z)
& 34cos?(x) —40cos(z) +7 = 0
& cos(z) = B+ (%)2 -

Insgesamt ergeben sich 4 Losungen:

cos(z) =0.962... = z;=0274..., 20 =m—0274...=6.009...
cos(z) =0214... = x3=1355..., a4 =m—1.355...=4.928 ..

Da das Quadrieren jedoch keine Aquivalenumformung darstellt, wird eine Probe

notwendig. Fs stellt sich heraus, das lediglich x5 = 6.009... und x5 = 1.335...
Losungen sind.

3.4 Waurzel-, Exponential- und Logarithmusfunk-
tion

3.4.1 Die Wurzelfunktion

Va=z=2"=a, a>0

Beispiel 3.17 BEISPIELE FEHLEN

Rechenregeln
« Yazat
. (Ya)'=a
o Vab= {/a- Vb

e {/a" = |a
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3.4.2 Die Exponentialfunktion

Definition 3.2 Fir alle x € R,a > 0 heifst f(z) = a® allgemeine Exponential-
funktion.
f(x)=a",a>0

Die Exponentialfunktion mit der eulerschen Zahl e als Basis ist die Exponenti-
alfunktion schlechthin.

n—oo

1 n
e= lim (1 + ) =2.71828...
n

Eigenschaften
e Alle Kurven Verlaufen durch den Punk (0,1).
e Die Exponentialfunktion besitzt keine Nullstellen.
e Sie ist duchgehend definiert (D = R).

o Fiir alle a # 0 verlduft sie streng monoton. Sie steigt streng monoton, falls
a > 1 und fallt streng monoton im Falle a < 1.

3.4.3 Die Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion f(z) = a” ist fiir alle a # 1 eine streng monotone Funk-
tion und damit umkehrbar. Die Umkehrfunktion heift Logarithmusfunktion. Sie
ist wie folgt definiert:

y=a’ < x=1log,(y)
Die Logarithmusfunktion beantwortet die Frage: ”Mit welcher Zahl muf} ich a

potenzieren, damit y herauskommt?”

Rechenregeln
e log,(a)=1
e log,(1) =
o log, (be) = log, (b) + log,(¢)
o log,(7) = log,(b) — log,(c)
(
(

e log,(b°) = c-log,(b)

a

e log,(a%) =

o al98.(c) = ¢
Zusammenhang zwischen allgeminem Logarithmus und dem Logarithmus Natu-

ralis:
log, () In(x)
log,,(a) _ In(a)
Zusammenhang zwischen Logarithmus Naturalis und Exponentialfunktion:

x
a® = (eln(a)) — ® In(a)

log, (z) =
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Beispiel 3.18 Beispiele zur Logarithmusfunktion:
log(ab)? = 3(log(a) + log(b))

log(Va2b?) = §(2log|a| + 41log |b])
log(u + v) + log(u — v) = log(u? — v?)

z 2
10g(§) + log(zy) — 3log(z — y) = log( (;_x;;)3) = log( (wfy)s)

3.4.4 Lo6sung von Exponential- und Logarithmusgleichun-
gen
Beispiel 3.19

ecos(;c) - 1
& In(e®3@) = In(1)
& cos(z) = 0
& r = S+kmkeZ
Beispiel 3.20 27 +4-277 — 0

Substituiere: z = 2% = 27% = %

z+2-5 = 0
= 22+4-5z = 0
_ 5 5)2 _ 543
e 2 o= 5E\(3) -4=5£3
& z=4 VvV z=1

Resubstutuiere: z = 2%

&S 2P=4 Vv 27 =1
& =2 s o =0

3.5 Eigenschaften von Funktionen

Definition 3.3 D und B seien Mengen. Eine Funktion (Abbildung) f : D =
B ist definiert durch:

e Definitionsbereich D
e Bildbereich B
e Zuordnungsvorschrift, die jedem x € D eindeutig einy € B zuordnet. Man

schreibt: y = f(x).

3.5.1 Monotonie

Definition 3.4 FEine Funktion f :x = R heifit fir alle x1,22 € D : 11 < 22
o monoton wachsend: < f(x1) < f(x2)
o streng monoton wachsend: < f(x1) < f(z2)
o monoton fallend: < f(x1) > f(z2)

e streng monoton fallend: < f(x1) > f(x2)
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3.5.2 Symmetrie
Definition 3.5 Fine Funktion heifst
o gerade:Vx € D: f(z) = f(—x)
o ungerade: Vr € D : f(—z) = —f(x)
Beispiel 3.21 Einige gerade Funktionen: z* + 22, ||, cos(x), . ...
Beispiel 3.22 Zeigen sie, dafS die folgende Funktion gerade ist:

sin?(z) — cos(x)

1+ 2?2
~ sin®(—x) — cos(—x)
f(—il?) 1+ (793)2
_ (—sin(x))? — cos(z)
1+ 22
- e,

Satz 3.9 Der Graph einer geraden Funktion ist achsensymmetrisch zur Y-Achse.
Der Graph einer ungeraden Funktion ist spiegelsymmetrisch zum Ursprung (0,0).

3.5.3 Periodizitit

Definition 3.6 Fine Funktion f heif$t periodisch auf D, wenn es ein p > 0
gibt, mit f(x +p) = f(x)Vx € D.

Die Sinus-, Cosinus- und Tangens-Funktionen oder etwa Sigezahnkurven sind
prominente Beispiele fiir periodische Funktionen.

3.5.4 Grenzwerte
Definition 3.7 (Grenzwert) Eine Funktion f(z) hat fiir x — a den

e rechtsseitigen Grenzwert lim, .4 f(z) = ¢, wenn fir jede Zahlenfolge
(Tn)nen mit x, — a,x1 > aVn die Zahlenfolge (f(x,))nen gegen c strebt.

e linksseitigen Grenzwert lim, ., f(z) = ¢, wenn fiir jede Zahlenfolge (xn)nen
mit T, — a,x1 < a¥n die Zahlenfolge (f(xn))nen gegen c strebt.

o Grenzwert ¢,limy_,, f(x) = ¢, wenn gilt lim,_, o4 f(z) = lim,—q— f(x) =
c
Definition 3.8 (Asymptote)
e Die Gerade x = a heifst vertikale Asymptote, wenn lim, . ,+ = oo

e Die Gerade y = c¢ heifit horizontale Asymptote, wenn lim,_ 1+ f(z) = ¢
oder limg_of(x) =¢

e Die Gerade y = px + q heifit schrige Asymptote, wenn lim, 1o f(z) —
(pz+4q)=0
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3.5.5 Stetigkeit
Definition 3.9 (Stetigkeit) Fine Funktion f(x) heif§t stetig in xo, wenn gilt:

lim f(x)= lim_f(x)= f(xo)

T—xo— T—xo+

limg o f(x)
Sie heifit stetig in einem Intervall I, wenn sie fir alle x € I stetig ist.
Stetig heifit anschaulich: ”Zeichnen ohne abzusetzen.”

Beispiel 3.23 Sinus, Cosinus, Polynome, e-Funktion (e*) sind alle stetig.
Gebrochen Rationale Funktionen sind in den Nullstellen des Nenners nicht ste-
tig.

Die Vorzeichenfunktion ist unstetig in 0:

1 x>0
y=<¢ 0 =0
-1 : <0

Satz 3.10 Fiir jede auf einem abgeschlossenem Intervall [a,b] stetige Funktion
f gilt:

Schrankensatz FEs gibt eine Schranke k: |f(z)| < kVx € [a,b]. Man sagt auch:
f st auf [a,b] beschrinkt.

Satz vom Minimum und vom Maximum Fs gibt stets Werte xo, x1 € [a,b],
so dafy f(xo) < f(z) < f(x1)Vx € [a,b]. f nimmt auf [a,b] Minimum und
Maximum an.

Zwischenwertsatz Zu jeder Zahl ¢ zwischen dem Minimum f(xq) und dem
Mazimum f(z1) mit f(zo) < ¢ < f(x1) gibt es mindestens ein x € [a, D]
mit f(x) = c. Das heif§t, jeder Wert zwischen Minimum und Mazimum
wird angenommen.

Folgerungen

e Jedes Polynom ungeraden Grades hat in R mindestens eine Nullstelle.

o f:[a,b] — R stetig. Haben f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen
(f(a)f(b) < 0), dann gibt es mindestens eine Nullstelle z in [a, b].

Bisektionsverfahren

Ziel des Bisektionsverfahrens ist die ndherungsweise Bestimmung einer Nullstel-
le einer beliebigen stetigen Funktion. Im Intervall [a, ¢], in dem die Funktion das
Vorzeichen wechselt, withlt man einen Punkt b = E¢. Ist f(a)f(b) < 0, wieder-
holt man das Verfahren mit dem Intervall [a, b], andernfalls, wenn f(a)f(b) > 0,
fahrt man mit dem Intervall [b, ¢ fort.

Beispiel 3.24 f(z) = 2% +22% — 2822 + 2z + 1
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Mitte f(x) Intervall
0 1 —

1 —-92 —

i -22.19 — [0, 3]

i —4.9 —_— [07i]

g -0.277 — [Oé]

5 074  — [L4]

3.5.6 Umkehrfunktion

Definition 3.10 FEine Funktion f : D — W = f(D) heifst umkehrbar, wenn zu
jedem y € W genau ein x € D existiert, mit y = f(x).

Die Funktion, die den y € W die x € D zuordnet, heifit Umkehrfunktion,
).

Vorsicht! niemals folgendes verwechseln: f~1(z) # f(z)~! = ﬁ

Man erhélt die Umkehrfunktion einer Funktion f(z), indem man die Funktions-
gleichung nach z auflést. Dabei gilt:

fU W) =y Yy eWw
U f@) == Vz €D

Beispiel 3.25 y = az + b= f(z) & 2= L = f~1(y)

y = 22 ist tiber R nicht umkehrbar, da x zwei Losungen hat: x = +/y
flz)=2" & x=n(y) = f~(y)

Satz 3.11 (Umkehrbarkeit von Funktionen)

o Jede streng monotone Funktion ist umkehrbar. (Aber Vorsicht! Aus Um-
kehrbarkeit folgt nicht strenge Monotonie.)

o Ist f diber D umkehrbar mit der Umkehrfunktion f=1, dann liegen die
Graphen y = f(z) und y = f~(x) symmetrisch zur Winkelhalbierenden
y=u.

Arcus Funktionen

Trigonometrische Funktionen sind im Allgemeinen nicht umkehrbar, auler man
beschrankt sich auf Teilintervalle strenger Monotonie.

Ausgangsfunktion | y = sin(x) y = cos(z) y = tan(z) y = cot(x)
Dy [-5; 3] [0; ] -5 51 [0; ]
W, [—1;1] [—1;1] R R
Umkehrfunktion |y = arcsin(z) y = arccos(z) y = arctan(xz) y = arccot(x)
Dy [—1;1] [-1;1] R R
Wi (=53] [0; ] =535l [0; 7]
Monotonie wachsend fallend wachsend fallend
Symmetrie ungerade gerade ungerade ungerade
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Hyperbol Funktionen

sinh(z) = ¢ ;e
cosh(z) = %

r __ ,—x sinh
tanh(z) = e —e”®  sinh(x)

e® + e~  cosh(x)

Die Hyperbol Funktionen scheinen auf den ersten Blick nicht mit den bekann-
ten trogonometrischen Funktionen zusammenzuhéngen. Dieser Zusammenhang
zeigt sich erst im Zusammenhang mit den komplexen Zahlen:

sinh(iz) = sin(z)

cosh(iz) = cos(z)

Praktische Bedeutung

Der Cosinus Hyperbolicus bildet die sogenannte Kettenlinie. Wird ein Seil oder
eine Kette an zwei gleich hohen Punkten P; und P, aufgehingt. Man wéhlt das
Koordinatensystem so, dafl der tiefste Punkt gleich (0, a) ist.

Horizontale Komponente der Zugkraft
a =

Seilgewicht pro Léngeneinheit
Die Kettenlinie wird beschrieben durch den Graphen der Funktion y = f(z) =
acosh(Z).
Rechenregeln
e Additionstheoreme:

sinh(z + y) sinh(z) cosh(y) + sinh(y) cosh(x)
cosh(z +y) = cosh(x)cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

e cosh?(x) — sinh?(z) = 1

e Symmetrie: cosh(x) ist eine gerade und sinh(z) eine ungerade Funktion.

Die Areafunktionen

Die Areafunktionen stellen die Umkehrfunktionen zu den Hyperbol Funktionen
cosh(z) auf dem Intervall [1,c0[— Ry beziehungsweise sinh(z)R — R dar. Sie
kénnen durch den natiirlichen Logarithmus In(x) dargestellt werden:

arsinh(z) = ln(x—i— x2+1)
1 z+1
hiz) = -1
ar tanh(x) 5 n(l—x)

1 1
ar coth(x) 3 In (m + 1)
T



Kapitel 4

Differentiation

4.1 Ableitung

Die Sekante ist die Gerade, die durch die Punkte (o, f(z0)) und (zo +h, f(xo+
h)) verlduft. Die Steigung der Sekante berechnet sich wie folgt:

Af  flwo+h) — f(x0)
h h

Bildet man den Grenzwert der Sekantensteigung, erhélt man eine Tangente. Die
Steigung der Tangente am Punkt xq ist:

f(xo +h) — f(x0)

!/ . _
f(wo) = Jlim = h
Differenzquotient
A A
f(y+h)
Af
(%) h /
% Xth %

Abbildung 4.1: Sekante und Tangente

Definition 4.1 f sei auf dem ganzen Intervall I definiert und xo € I. f heifst
differenzierbar in xg, wenn der Grenzwert f'(xg) = limg,_q M
stiert.

exrt-

32
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Die Tangentengleichung ¢(x) an der Stelle z = ¢ wird folgendermassen ermit-
telt:

= f'(zo)-z+0b Allgemeine Geradengleichung
f(xo) = f'(z0) 20+ b= f(xo) — f'(20) - 2o
f'(xo) -+ f(zo) — f'(20) - x0
= f'(x —z0) + f(x0)
In der praktischen Anwendung wird eine Funktion oft durch ihre Tangenten

angendhert, wodurch die weiteren Berechnungen immens vereinfacht werden.
Man nennt dieses Vorgehen Linearisierung.

Beispiel 4.1 BEISPIELE FEHLEN

Physikalische Anwendung von Ableitungen

As At—0 .

e Geschwindigkeit': v = X2

e Beschleunigung?: a =0 = 3

e Leistung als Arbeit durch Zeit: P = At—“’ 9%

Satz 4.1 Jede differenzierbare Funktion ist stetig.
Vorsicht! Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht. Man kann sich die Stetigkeit
einer Funktion so vorstellen, dafl diese mit einer durchgehenden Linie darge-

stellt werden kann und die Differenzierbarkeit so, daf§ der Graph keine Knicke
aufweist.

4.1.1 Rechenregeln
Grundfunktionen
e c—0

o ¢ — Cm,a—l

i

e In(z) — %

—>€I

Trigonometrische Funktionen
e sin(z) — cos(x)
e cos(z) — —sin(x)
e tan(z) — m

1

e cot(z) — — 5

Lengl.: velocity
2engl.: acceleration
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Differentationsregeln

Additionsregel

Konstanter Faktor

Polynom
> ait — > g
i=0 i=1
Produktregel
f(@) - g(z) — f(2)g9(x) + f(2)g (z)
Quotientenregel
[@)  [(@g) - fa)g (@)
g(x (9(x))?
Kettenregel

Beispiel 4.2

2 = tan(z) — sin(x)
fla) = tan(a) = S
, _ cos(x) cos(x) —sin(z)(—sin(z))  cos?(x) + sin?(z) 1
flz) = cos?(x) N cos?(x)  cos?(z)
Beispiel 4.3
f(z) = (z+3)°cos(7x)
f'(z) = 5(x+3) cos(7z) + (x4 3)°(—sin(z) - 7) = (z + 3)*(5cos(7z) + (z + 3)(=T7sin(7x)))
Beispiel 4.4
f(x) = (2*+62+5)>°
fl@) = 3(a*+6x+5)%?% (42° 4 6)

Beispiel 4.5
f(z) = In(sin(z?))

, 1 9 2z cos(z?)
@) sin(z?) cos(a”) - 2 sin(x?)
Beispiel 4.6
f(l‘) - o= (6ln(a)):r — e:cln(a)

fl(z) = e . In(a) = a®In(a)
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4.1.2 Hohere Ableitungen

Unter einer hoheren Ableitung versteht man die Ableitung einer Ableitung, die
Ableitung einer Ableitung einer Ableitung und so weiter.

_ef_ @
T dx? T da?

(@) = [P () f(z)

4.1.3 Implizite Differentiation
Vorgehensweise bei impliziter Differentiation:

o f(xz,y(z)) = 0 wird nach = abgeleitet, dabei falt man y(z) als Funktion
von z auf. Kettenregel zu beachten!

e Auflssen nach y' = y/(z,y)
e Die Steigung erhélt man durch Einsetzen der Koordinaten.

Beispiel 4.7 Gegeben: Kreis mit Raduis 2 um den Mittelpunkt (0,0)
Gesucht: Steigung der Tangente im Punkt (1,/3) 3

A

Abbildung 4.2: Implizite Differentiation

1. Méglichkeit: 22 +y? = 4 = y = £/4 — 22. hier:
ylx) = vV4—a?

i _ —2x
s U T
= v() = 7= = 73
2. Moglichkeit: implizite Differentiation; y ist Funktion von x:
22+ (y(z))* = 4
= 2z+2y(z) - y'(x) = 0
A y'(z) = y_(f)
= y() =

3 Allgemeine Kreisgleichung fiir einen Kreis um den Mittelpunkt (mi,mgo) mit Radius 7:
(@ —m1)? 4+ (y —m2)? =r?
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Beispiel 4.8 Gegeben: 2° + In(y) — x%e¥ =0
Gesucht: Tangentensteigung im Punkt (e, 1)
(e,1) ist Punkt der Kurve, denn: €3 + In(1) — e?e! =0

23 +1In(y(x)) —22ev@ = 0
= 32+ % —2xe¥®) — g2e¥(®) g/ (z) = 0
& y'(x) (y(lm) - x2ey(””)) = 2ze¥(®) — 322
= y(e) = %5 = 15

Spezialfall: Ableitung der Umkehrfunktion
Satz 4.2

d_
Beweis: Wir hatten: f(f~') =y = f/(f7'(y) - (/7)) =1 (7)) =
1
FTw)
Beispiel 4.9 BEISPIEL FEHLT

4.2 Anwendungen der Differentiation

4.2.1 Maxima und Minima

Definition 4.2 Fine Funktion f hat ein globales Minimum (Maximum) im
Punkt a € D, wenn fir alle x € D gilt: f(a) < f(z) (f(a) > f(z)).
b € D heifst lokales Minimum (Maximum), wenn es ein Intervall I mit Mittel-
punkt b gibt, so daf fiir alle x € I gilt: f(b) < f(x) (f(b) > f(x)).

Satz 4.3 Ist f eine auf dem offenen Intervall I differenzierbare Funktion, so
gilt: xq ist lokales Extremum = f'(xg) = 0. Die Umkehrung gilt nicht! (zum
Beispiel f+r f(z) = 23).

Kandidaten fiir Extrempunkte sind:
e Punkte mit f'(x) =0
e Randpunkte
e Punkte aus I, in denen f nicht differenzierbar ist

Beispiel 4.10 Aus einer rechteckigen Blechplatte der Seitenlingen 16 ¢cm und
10 cm soll eine quaderformige, offene Wanne geschnitten werden. Diese Wanne
soll ein mazimales Volumen besitzen.

V(r) = (16 — 22)(10 — 22)x = 23 — 5222 + 160

V'(z) = 1222 — 104z + 160 = 0

2?2 — By + 40 =0

— 13y fle0 a0 _ 13 L7 _ 42
p=184 /109 40 _ 141 _g2y2

e
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A globales
Maximum

lokales
Maximum

lokales und
globales Minimum

Abbildung 4.3: Globale und lokale Maxima und Minima

4.2.2 Mittelwertsatz

Satz 4.4 (Mittelwertsatz) [ sei in [a,b] stetig und in |a, b differenzierbar. Dann
gibt es mindestens einen Punkte xqy €]a, b[ mit

f(b) = f(a)

b—a :

f'(wo) =

xo €la, b]

Folgerung 4.1 f sei auf dem Intervall I differenzierbar. Dann gilt:

o f'(x) >0 auf I = f ist streng monoton wachsend auf I.

o f'(x) <0 auf I = f ist streng monoton fallend auf I.

o f'(x) >0 auf I = f ist monoton wachsend auf I.

o f'(x) <0 auf I = f ist monoton fallend auf I.

o f'(x) =0 auf I = [ ist konstant wachsend auf I: f(x) = c.

Satz 4.5 f sei auf dem Intervall |a,b| differenzierbar und f'(xq) sei 0 (das be-
deutet, xq ist stationdrer Punkt). f hat in x¢ ein lokales Minimum (Maximum),
wenn die Ableitung unmittelbar links von xo negativ (positiv) und rechts von xg
positiv (negativ) ist.

Satz 4.6 f sei auf dem Intervall |a, b] zweimal stetig differenzierbar und f'(xo)
sei 0. Dann gilt:

o f"(x9) < 0= f hat in xg ein Minimum.

o f"(x9) > 0= f hat in xg ein Mazimum.
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16 cm

x
wo 0T

x
x

A
\j

16 — 2x cm

Abbildung 4.4: Abmessungen der Wanne

|

L

f(b)
f(b)
7 /
f(a) /
f(a) ;

Abbildung 4.5: Mittelwertsatz

4.2.3 Wendepunkte

Die zweite Ableitung einer Funktion beschreibt das Kriimmungsverhalten der
Funktion. Punkte, an denen sich das Kriimmungsverhalten &ndert, heiflen Wen-
depunkte.

Satz 4.7 (Krimmung)
o f"(x9) < 0= f ist rechtgekrimmt (konvex von oben).
o f"(x9) > 0= f ist linksgekrimmt (konvex von unten).
Kandidaten fiir Wendepunkte sind:
e Punkte mit f”(z) =0

e Punkte, an denen f”(z) nicht existiert
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Satz 4.8 FEine Funktion f hat in x¢ einen Wendepunkt, wenn gilt:
f(x0) =0 wund f"(xg)#0

4.2.4 Die Regel von I’Hopital

Die Regeln von 1'Hopital dienen zur Bestimmung schwierig zu berechnender
Grenzwerte.

Satz 4.9 FEs gelte:
e (f(x) = 0 und g(xz) — 0) oder (f(z) — oo und g(x) — o0)

o lim, . 553 =L,L e RU{—00,00}

Dann gilt: /
lim f(@) = lim 1)

a—o0 g(z)  w=oo g'(z)

Beispiel 4.11 BEISPIELE FEHLEN

4.2.5 Kurvendiskussion

In der Vorlesung wurde ein Beiblatt mit einem detaillierten Beispiel ausgeteilt.
Hier nocheinmal die Zusammenfassung dessen, welche Schritte notwendig sind:

e Definitions- und Wertebereich festlegen

e Symmetrie feststellen : f gerade, ungerade oder keines von beidem

o Auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit testen

e Nullstellen bestimmen, Vorzeichenbereiche festlegen

e Extremwerte und Monotoniebereiche bestimmen

e Wendepunkte und Konvexititsbereiche feststellen

e Asymptoten und Grenzwerte fiir & — +oo und kritische Stellen finden

e Skizze anfertigen

4.3 Das Newton-Verfahren zur Losung nichtli-
nearer Gleichungen

Einige wichtige Gleichungen (zum Beispiel e* — 2 = 0) lassen sich nicht ohne
weiteres per Hand l6sen, in der technischen Anwendung geniigt jedoch oftmals
eine N&herungslosung. Bisher hatten wir dazu in Abschnitt 3.5.5 (Seite 29) dazu
das Bisektionsverfahren kennengelernt, welches jedoch nicht besonders effizient
und zu ”eindimensional” ist.
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Idee
e Beginne mit Startwert xg : 1
e Bestimme Nullstelle der Tangente in zg: 23
e Bestimme Nullstelle der Tangente in 1 : 9

e und so fort. ..

Man erhilt eine Folge von Néherungen x;, die hoffentlich gegen die Nullstelle
von f konvergieren. Dabei sollte man einen guten Startwert, zum Beispiel aus
einer Wertetabelle oder eine Skizze, wihlen. Auflerdem sollte man moglichst
Startwerte mit flachen Tangenten vermeiden.

Die Tangente in x; berechnet sich wie folgt:

tx) = flzi)+f(z)(@—mz)=0

_ ) . f(xi)
T L T
neues x;

Satz 4.10 (Newton Verfahren) Das Newton Verfahren ist definiert durch
f (@)

Tit1 = T4 — ()
7

Gilt fir den Startwert
f(@o) f" (o)
(f'(z0))?

so konvergiert die Folge gegen eine Nullstelle von f(x).

<1

Beispiel 4.12 f(z) = 2° — 32 + 1; 241 = 2; — M Wihle xg = 3

3z7 -3
(Schitzung aus Skizze):
0.33 —30.3+1
=03 - ——————— = 0.34652015
o 3037 —3
T2 = 0.34652015 — ... = 0.34729812
= 0.34729636

Dies ist bereits eine gute Ndiherung fiir die Nullstelle.

Beispiel 4.13 (Babylonisches Wurzelziehen) Man zeige, daff die Newton-Iterationsvorschrift

zur Bestimmung von v/a mit dem Babylonischen Wurzelziehen iibereinstimmdt.

Tip1 = 3(zi + =)

Die Funktion f(x) = x? —a hat die Nullstelle \/a. Das Newton-Verfahren dafiir:
xf—a

— . — — oy — Ly @ c4oa Ll 4 @
Tip1 =T — b =T — 3T + 5 = fracl2z; + 5 = 5(2 + 1)
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4.4 Differential und Fehleranalyse

4.4.1 Differential
Definition 4.3 (Differential)

o Argumentzuwachs dx
o Zuwachs lings y = f(z): Ay := f(z + dx) — f(x)
e Zuwachs lings der Tangente dy Differential

Steigung: f'(z) = % < dy = f'(x)-dx Man wiirde statt Ay gerne dy verwenden.
Ist die Differenz klein? e(z,dz) = Ay — dy

Es gilt: limgy—oe(z,dx) = 0 und sogar limg,—o E(Z’jx) = 0, das heifit, ¢ geht
schneller gegen 0 als dzx.

€ geht von hoherer Ordnung gegen Null als dz. dy kann als Niherung fiir Ay
verwendet werden, falls dz ”klein” ist.

Ay~ dy = f'(z)dx

4.4.2 Differentielle Fehleranalyse

x sei mit einem moglichen Fehler dx behaftet. Welche Auswirkungen hat dies
auf den Fehler Ay einer Funktion f(x): Ay = f(z + dz) — f(x)

A ~ 4 x . dx
Fehlerin ¢ Verstirkungs-faktor Fehlerin x

Beispiel 4.14 Beschleunigte Anfahrt eines PKW auf einer Strecke s = 50m.
Die fiir die Strecke benitigte Zeit t = 5s £ 0.1s. Gesucht: Beschleunigungswert
a (und ihr Fehler).

s:%tzﬁa:f—i;sistkonstant,t%x,a%y

ohne Fehler: a = 230 — 48%

25s2
B 4s
a(t) = —dst 3:—73
200m m
'(5s) = — =-1.6—
@'(5s) 12553 53
m
=Aa = —16— +0.1s
S
Sa = 424016
S S

Beispiel 4.15 BEISPIEL FEHLT

4.5 Potenzreihen

Potenzreihen sind Reihen der Form

oo
Z ap(x — xo)k
k=0

zo und a; sind fest.
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Beispiel 4.16 FEinige Potenzreihen:
o Y Xoxt =14z +a?+a%+... = 1 (geometrische Reihe)

o Y EH (r — 1)) = In(a)

4.5.1 Konvergenzradius

Fiir welche = konvergiert die Reihe?

Definition 4.4 Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradius R,0 < R < oo,
so daf die Reihe fiir alle x mit |x—xo| < R absolut konvergiert und fir |x—xo| >
R divergiert.

Satz 4.11 Der Konvergenzradius laft sich berechnen durch:

Satz 4.12 Jede Potenzreihe f(x) = Y o ai(x — xo)" ist im Inneren des Kon-
vergenzbereiches differenzierbar. Das heifit, es gibt in |xg— R, o+ R|[ ein f'(z) =
Yicyiai(x — )"}

Beispiel 4.17

/
N oo 4 o . . 0o 1 . OO]-Z' N
(6)/_<Z:;> :Z%x 1:2(1-_1)!36 1:2555:@

=0 i=1 =1 =1

4.5.2 Taylor- und McLaurin Reihen

Polynome (auch unendliche) sind ”einfache” Funktionen. Die Frage ist, wie man
eine beliebige Funktion durch ein unendliches Polynom darstellen kann.

Satz 4.13 Unter bestimmten Voraussetzungen lifit sich eine Funktion f(x) in
eine Potenzreihe der folgenden Form - eine sogenannte McLaurin Reihe - ent-
wickeln:

flx) = f(0)+
)

f(0

(o] f(Z
- Z 7!

i=0
Vorsicht! Diese Darstellung gilt nur im Inneren des Konvergenzradius, der zuvor
bestimmt werden muf.

—r+ ...

J0)  f"(0) ,
1(! T 2!)
op

Beispiel 4.18

. sin(0) ~ sin’(0) sin”(0) , 1 4
sin(z) = ol + T x4+ 51 9:+...:x769:...
R = lim = lim (2k+3)(2k+2) = ©
k—oo | Q41 k—o00
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Nun wollen wir um ein beliebiges x entwickeln:

Satz 4.14 (Taylor-Formel) Fiir jede auf dem offenen Intervall I (n + 1) mal
stetig differenzierbare Funktion f und x,xo € I gilt:

fa) = flao)+ T8 @ gy ¢ L gy g 00 (o
> f(i)i(fo) (2 — 20)' + Roin
mit dem Restglied
Ry = m(ﬁf —ag)" !

Wenn man das Restglied weglassen will, schétzt man R, ;1 einfach ab. Das geht
leicht, wenn die (n + 1)te Ableitung auf I beschriinkt ist: [f(*tV| < M =
Ry < %kﬂ — x| !

Beispiel 4.19 (Binomische Reihe)

fl@) = (1+a) f0) =1
fll@) = n(+az)"t f0) = mn
f'@) = nh-1)A+2)""2 f(0) = n(n-1)
F@D(0) n n Sy
i!( T -l (?) (1+2) :Z;(z)x

Insbesondere ergeben sich als Niherungen: (1 + x)"™ = 1 4+ nx + Restglied



Kapitel 5

Integralrechnung

Differentiation ist eine Wissenschaft,
Integration eine Kunst

Die Hauptanwendung der Integralrechnung ist die Berechnung von Flidchenin-
halten.

5.1

A

Das bestimmte Riemann’sche Integral

A

x) N

f(x) f(x)

L

a X b x0 x1 x2 x3 x4

Gesucht ist der Fliacheninhalt {(zmy)|z € [a,0]|0 <y < f(x)} Idee: Man nihert
die Flache durch Flachen an, deren Inhalt man kennt. Konkret:

Zerlege [a,b] in n Teilintervalle, a = 29 < 1 < 22 < ... < zp, = b.

In jedem Teilintervall wird die Flache unter der Kurve durch das Rechteck
mit der Breite A,, = x; — ;-1 und der Hohe f(£),&; € [xi—1,zi].

Der Flacheninhalt ist dann n&dherungsweise gleich der Summe der Recht-
ecksflichen, das heifit wir bilden die sogenannte Riemann’sche Summe.

> f(&) (@i — zi-1)

=t Flécheninhalt eines Rechtecks

Je grofer die Anzahl der Rechtecke (deren Breite kleiner wird), desto
genauer wird die Ndherung: n — oo

44
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Beispiel 5.1 FEine Normalparabel f(x) = 2% auf dem Intervall [1,2] besitzt fol-
genden Fldcheninhalt:

A

oy
Lol

1 2

Untersumme: Uyg = 0.1- (12 +1.12 +1.32 + ... + 1.82 + 1.9%) = 2.185. ..
Obersumme: O1g = 0.1+ (1.12 +1.32 +... + 1.82 +1.92 4 2.0%) = 2.485...

Bei vielen Funktionen geht die Differenz zwischen Ober- und Untersumme gegen
0, beide Konvergieren gegen dieselbe Zahl, den gesuchten Fldcheninhalt.

Definition 5.1 Der Grenzwert der Riemann’schen Summe heifit das bestimm-
te Integral von f dber [a,b] und wird mit f; f(x)dx bezeichnet.

b
[ @ = lim f(€) i - zi1)

Satz 5.1 Ist f stetig in [a,b] bis auf endlich viele Sprungstellen, so existiert
fab f(x)dx. Man sagt, f ist integrierbar.

e Ist f(z) > 0, dann ist die Riemann’sche Summe die Approximation des
Fldcheninhaltes zwischen Kurve und z-Achse.

e Ist f(z) <0, dann kann der Flicheninhalt durch Spiegelung der Funktion
an der z-Achse berechnet werden: A = [ —f(z)dz = — [ f(z)dx

e Andernfalls begrenzt f ein Flichenstiick ober- und unterhalb der z-Achse.
Dann ist f: f(z)dz die Summe von vorzeichenbehafteten Flicheninhalten.

Beispiel 5.2 BEISPIEL FEHLT

5.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals
Satz 5.2 Das Riemann-Integral besitzt die folgenden Eigenschaften:
o [Mf(x)dz =0

. f: f(@)dz + [ f(z)de = intS f(z)ds



KAPITEL 5. INTEGRALRECHNUNG 46

o [Paf(x)dz+ Bg(x)de = a [° f(x)de + 3 [° g(z)dx
o [} f(@)ds =~ [ f(2)dz

o f(2) <glx)= [} f@)da < [} g(z)dx

e m< f(x) <M=mb—a)< [’ f(x)de < M- a)

o | [ flw)da| < [|f(x)dx]

5.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

Es sei ®,(z) = [ f(t)dt.
Flachenzuwachs: A®, = ®,(x + Ax) — @, (2)

fl@)Az < Dy (x 4+ Azx) — O, () < flz+ Az)Azx
& flo) < LeletSe)Pu() < fla+A)
& fl@) < limppg PEEEEERE =0 () < f(a);
= P, (z) = f(x)

Satz 5.3 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f(x) stetig.
Dann ist ®4(x) = [ f(t)dt differenzierbar und es gilt:

#0) = 2 [ f0de= 1)

Interpretation: Integration ist die Umkehrung der Differentiation.

5.4 Stammfunktionen, Rechenregeln, Grundin-
tegrale

Definition 5.2 Fine differenzierbare Funktion F heifst Stammfunktion von f
auf I, wenn gilt: F' = [ auf I.

Beispiel 5.3 f(z) =2?+ 2+ 2= F(z) = 32> + 1o+ 22 + 6 ist eine Stamm-
funktion.

Beispiel 5.4 f(z) = e” = Fi(x) = e”; Fa(x) = €* + 3;... sind Stammfunktio-
nen.

Satz 5.4 Zwei verschiedene Stammfunktionen von f auf I kénnen sich nur
durch eine additive Konstante unterscheiden: Fy(x) = Fo(x)+c. Ist Fy Stamm-
funktion, dann erhdlt man mit F(z) = Fo(x) + ¢,¢ € R alle maoglichen Stamm-
funktionen. Fir die Gesamtheit aller Stammfunktionen schreibt man auch:

/f(x)dac

Definition 5.3 (unbestimmtes Integral) Als unbestimmtes Integral von f
bezeichnet man die Funktionsmenge

/f(x)d:zr =Fy(x)+ ¢ F)=f,ceER
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Tabelle von Grundintegralen

Funktion Stammfunktion Definitionsbereich

c cx R

z".n# -1 f::rll R
L In|x| R70

% arctan(x) R

e’ e’ R

sin(x) —cos(x) R

cos(x) sin(zx) R

sinh(x) cosh(x) R

cosh(z) sinh(z) R

Satz 5.5 o Ist F' Stammfunktion von f und G Stammfunktion von g, so ist
F + G Stammfunktion von f + g.

o st F' Stammfunktion von f, so ist cF Stammfunktion von cf.

Stammfunktion eines Polynoms: p(z) = ap+aiz+asz?®+. . .+a,z" = [ p(z)ds =

apr + Ga? + Lad + .+ et e

5.5 Berechnung bestimmter Integrale mittels Stamm-
funktion

Satz 5.6 Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

Beispiel 5.5

2 1 .12
/ vide = xB}
1 3 h

.93 _ 2 .13

W =

1
3
7
3
5.5.1 Flache zwischen Funktionsgraphen

Satz 5.7 Es gelte: g(x) < f(x),Vx € [a,b]. Dann erhilt man als Flicheninhalt
A den von f und g in [a,b] begrenzten Bereich.

b
A= / (f(2) — g(x)) de

Beispiel 5.6 Die Funktionen f(x) = 1z und g(x) = §2° — 2 begrenzen einen

Bereich, deren Fldicheninhalt gesucht ist.
Schnittpunkte (f(z) = g(z)):
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1 1
—r = 1x2—2

@1 2 2=0

- —-x—2=

4

2 —22-8 = 0
1 1
S o= 5(2i\/4+32):§(2i6)
= 4,-2

)

4 4
1 1 1 1
/_2 <2m—(4x2—2)> dx = [43}2—12:53—1—236 =9

—2

5.6 Partielle Integration

Die Partielle Integration kann man als Umkehrung der Produktregel verstehen.
Die Anwendung ist jedoch nur sinnvoll, wenn [ wv'dz einfacher als [ u/v ist.

uv:/(uv)’dx = /u'vdw—i—/uv’dm
@/u’vdm = uv—/uv’dac

Satz 5.8 (Partielle Integration) Voraussetzung ist, daff w,v auf I differen-
zierbar sind. Dann gilt:

/ di@p@)de = u(z)(z) - / u(z)'(z)da
/abu’(x)v(a:)dsc = [U($)U($)]2Lbu(r)v’(x)dx

Beispiel 5.7 Rekursionsformeln:
/Sin”(x)dx = /sin(x) -sin™ ! (x) dx
—— N——

u = —cos(z); v' = (n —1)sin""2(z) cos(x)

5.7 Substitution

Die Substitution ist die Umkehrund der Kettenregel.

Vorgehensweise

e Festlegen einer Substitution: u = f(z), % =g'(z) & dx = %

e Finsetzen in das Integral. Das neue Integral darf die alte Variable nicht
mehr enthalten!

e Berechnung des neuen Integrals

e Riicksubstitution



KAPITEL 5. INTEGRALRECHNUNG 49

Beispiele
BeispielSS fxcos (22); u—xQ;u’ T—Qw@dm—ﬂ
= fa:cos(u 1 [ cos(u)
1 sin(u) +
_? 2

= 5 sin(z?) —|— c
Sonderfille

[ @) r@ = 5@k e
f'a),

=in|f(z)|+ ¢

5.8 Integration gebrochen-rationaler Funktionen

Gebrochen rationale Funktionen vom Typ r(x) = 2 Ei;, wobei p(z) ein Polynom

vom Grad m und ¢(z) ein Polynom vom Grad n ist, werden wie folgt integriert:

e Ist m > n, den polynomialen Anteil abspalten, zum Beispiel durch Poly-
nomdivision:

r(x) = s1(x) + 2

e Als niichstes das Nennerpolynom g¢(z) faktorisieren, gegebenenfalls mit
Hilfe des Horner-Schemas:

q(z) = aglx —x0)(x — 1) ... (T — zp)

e Dann 148t sich r(z) als Summe von Partialbriichen (einfach gebrochene
Funktionen) darstellen.

— Jeder einfachen reellen Nullstelle x;, wird der Partialbruch Ijmk Zu-
geordnet,.

— Jeder p-fachen reellen Nullstelle wird die Partialsumme m +
(IAIW +.o+ (zfiik)%— zugeordnet.

— Jedem Paar konjuglert komplexer Nullstellen zp = a + ib,xk+1 =
a—1b, das nur einmal auftritt, der Partialbruch ff*i T 2tex4d=
(z — »To)(x — Tht1)

— Jedem p-fach konjugiert komplexen Paar der Partialbr[Auch

Ap,1$+Bp,1 + + Aijx+B1
(z2+cx+d)p—1 i x2+cx+d

Beispiel 5.9 BEISPIELE FEHLEN

Apx+B,

(z2+caz+d)P +

5.9 Uneigentliche Integrale

5.9.1 Unendliches Integrationsintervall

Definition 5.4 (Uneigentliches Integral) Das bestimmte Integral f; f(z)dx

ezistiert fir jedes b > a. Dann ist das uneigentliche Integral faoo f(z)dx definiert
als:
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00 b
/ flz)dx = blim f(x)dx

L% f(x)dx heift konvergent, falls der Grenzwert exisitert (wenn also f(x) schnell
genug gegen Null geht), sonst divergent.

Beispiel 5.10 Gesucht ist das Integral fooo 1+%da:.
/ ——dxr = [arctan(x)], = arctan(b) — arctan(0) =0
o 1+ x2 ———
b
bli)rilo ) mdm = blirgo arctan(b) = g
<1 T
= ——dr = =
/a 1122 2

Geometrisch ist dies der Flicheninhalt des unendlichen Bereichs, der im ersten
Quadranten von der Kurve und den Koordinatenachsen eingeschlossen wird.

5.9.2 Unbeschrankter Integrand

Definition 5.5 Die Funktion [ sei im Integrationsintervall mit Ausnahme der
Unendlichkeitsstelle x = ¢ integrierbar. Dann sind die uneigentlichen Integrale
definiert als:

o [7f(x)de =lim, . [ f(z)dx
. fcb f(x)dr = limg .y be f(z)dx
o [P f(@)de =lim,_. [ f(z)de +lim,_cy [0 f(@)da

Beispiel 5.11 BEISPIELE FEHLEN

5.10 Numerische Integration

Viele Integrale lassen sich nicht oder nur mit hohem Aufwand 16sen. In diesem
Fall ist eine numerische Integration sinnvoll.

5.10.1 Trapezregel

Man unterteilt das Intervall [a, b] in n gleichgrofie Teile a =z < ... <z, = b
mit Breite h = x;41 — x;. Dann ersetzt man f durch einen Streckenzug und
erhélt Trapezflichen mit bekanntem Inhalt. Die Gesamtfliche ist die Summe
der einzelnen Trapezflachen.

h

/abf(x)dx ~ bE:

=a

(f(2) + f(z + h))
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Satz 5.9 (Fehlerschitzung fiir die Trapezregel) Sei f(x) zweimal stetig differen-
zierbar. Dann gilt:

’ b—a 2 "
Th — f($)d$: 2 h f (p)v pE [a’ab]
—a/_/
Fehler

Bei Halbierung der Streifenbreite viertelt sich der Fehler.

5.10.2 Simpsonregel

Satz 5.10 (Fehlerschatzung mit der Simpsonformel) Eine Funktion f(x) sei
zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt:

b
Sn —/ f(z)dx = FEHLT WEIL UNLESERLICH

—_——
Fehler

5.11 Kurvenlingen und Flichenmessung

5.11.1 Kurvenlange

Die Léange einer Kurve in einem sehr kleinen Intervall entspricht ndherungsweise
der Strecke zwischen den beiden Punkten:

ds® = da* + dy? = da® + f'(x)%d2® = da*(1 + f'(2)?) = ds = /1 + f'(x)2dx

Die Gesamtlinge L einer Kurve entspricht somit der Summe der Teillingen:
n b b
L:stnlio ds:/ V14 f(x)2dx
i=1 @ @

Satz 5.11 (Linge einer Kurve) Der Graph f = f(x) einer stetigen Funktion
f :]a,b] — R hat die Linge

b
L:/ V14 fl(x)?dx

5.11.2 Volumen und Mantelfliche eines Rotationskérpers

Gezeigt wird die Berechnung des Volumens und der Mantelfliche (ohne die
abschlieBenden Kreisflichen) eines Rotationskorpers, der durch Rotation einer
Funktion y = f(z)dz um die z-Achse ensteht.

Volumen

Der Korper wird in diinne Scheiben mit Dicke da und Radius f(z) geschnitten.
Daraus ergibt sich das Volumen einer Scheibe:

dV = nf(zx)dx
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Die Summe der Einzelvolumina ergibt das Volumen des gesamten Korpers:

V:idvné‘x‘/dvzw/:f(xfdx

Satz 5.12 FEin durch Rotation der Funktion y = f(z),a < x < b um die x-
Achse erzeugter Rotationskorper hat das Volumen

V= 7T/b f(z)?dx

Mantelfliche

Geometrisch betrachtet ist jede Scheibe (fast) ein Kegelstumpf der Héhe ds mit
den Radien 1 und r9, dessen Oberflache sich wie folgt berechnet:

T1 +T‘2

dM = 2mds

Die Gesamtoberfliche des Korpers entspricht der Summe der Teilflichen:
n b
M=> dM"=" /dM = 277/ f(@)\/1+ f'(z)2dx

Beispiel 5.12 (Volumen eines Kreiskegels) Gegeben sind die Héhe h und
der Radius r. f(x) = 2
A

h .2 2 h 2 1,.31% 2p3 1
Ve [t =Tn [ea =T [T =T = e
0 h h 0 h 0
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Beispiel 5.13 (Oberfliche einer Kugel)

M Falbkugel

MKugel

R2 _ 42
—x
R2 _ 12
R
2 VRZ — 22414+ 5 5 dx
0 R
f(z) e
R 2 2 2
271'/ VRZ — a2 R 2x —|—2x dx
0 R xr
R R
2 VR — 32— dx
0 R2 — 22

R
o / Rdx = 2nR 2]y = 27 R?
0

2
2- Myaibkugel = 4R

53
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Ubungsblitter

A.1 Blatt 1

1. Supremum und Infimum

2. Induktionsbeweis

3. Indirekter Beweis

4. Grenzwerte berechnen

5. Grenzwert fiir babylonisches Wurzelziehen
Rekursive Darstellung einer Folge
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© »® N>
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6. Grenzwert
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Maximales Volumen mit Newton-Verfahren
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1. Nullstellenberechnung mit dem Newton-Verfahren
2. Taylor’sche Formel
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=~ W

Schattenléinge und Ablesefehler

ot

Riemann-Integral
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2. Integrale berechnen
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Berechnung uneigentlicher Integrale
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Flécheninhalt einer Ellipse durch trigonometrische Substutution
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A.8 Blatt 8
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Relative Maxima und Minima
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Berechnen der Richtungsableitung
Fehlerrechnung bei Schwingungsdauer
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A.9 Blatt 9
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2.
3.
4

o
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allgemeine Losung einer Differentialgleichung priifen
Losung einer Differentialgleichung durch Trennung der Variablen

Radioaktiver Zerfall
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Mehrere Differentialgleichungen
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Maximales Volumen eines Spitzfilters

A.10 Blatt 10
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Differentialgleichung
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